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第1章 大気の運動を支配する基礎方
程式

1.1 イントロダクション

(工事中)
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1.2 運動方程式

慣性系に対する運動の法則は, ニュートンの第 2法則により,

daV a

dt
= M (1.2.1)

と表される. ここで, M は単位質量あたりの力のベクトルの合計であり, 添字 aは
慣性系から観測される速度や加速度を表している. しかしながら, これらの量は宇
宙空間を移動する地球上で観測されるので, 地球と相対的に測られた変数を使って,

運動を記述するのが望まれる. この場合, 考慮されるべき重要な運動は地球の自転
であり, 公転といった他の運動は無視してよいだろう. 地球の自転角速度ベクトル
をΩとすれば, 流体要素の絶対速度 V aは地球に対する相対速度 V と自転による
速度の和で書ける. すなわち,

V a = V +Ω× r. (1.2.2)

ここで, rは地球の中心を原点とした時の流体要素の位置ベクトルである.

慣性系における基底ベクトルを i1, i2, i3,回転系における基底ベクトルを i
′
1, i

′
2, i

′
3

としたとき, 任意のベクトルAは 2つの座標系で

A =
3∑

n=1

Anin =
3∑

n=1

A
′

ni
′

n

と書ける. 時間微分をとれば,

dA

dt
=

3∑
n=1

dAn
dt

in

=
3∑

n=1

dA
′
n

dt
i
′

n +
3∑

n=1

A
′

n

di
′
n

dt

となる. 回転系の基底ベクトルの時間微分は, di
′
n/dt = Ω× i

′
nで与えられるので,

daA

dt
=
dA

dt
+Ω×A (1.2.3)

を得る. ここで, da/dtは慣性系における時間変化率, d/dtは回転系における時間
変化率を表す. よって, 地球の中心に固定された系で観測される任意のベクトル全
微分は, 回転系における全微分とΩ×Aの和として表されることが示された.

(1.2.3)の任意のベクトルとして V aを選び, 右辺の V aは (1.2.2)を使って V に
書き直せば,

daV a

dt
=
d(V +Ω× r)

dt
+Ω× (V +Ω× r).
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自転角速度ベクトルΩの時間変化を無視すれば,

daV a

dt
=
dV

dt
+ 2Ω× V +Ω× (Ω× r). (1.2.4)

を得る.

大気運動における主要な力は, 気圧傾度力, 引力 ga, 摩擦力 F である. これら
の力と (1.2.4)を (1.2.1)に導入すれば, 地球の自転運動に相対的な運動に対する方
程式

dV

dt
= −α∇p− 2Ω× V + g + F (1.2.5)

が得られる. ここで, αは比容であり,重力gは地球の引力gaと遠心力−Ω×(Ω×r)

の和である. 右辺の第 2項−2Ω× V は, コリオリ力(coriolis force)と呼ばれる.

1.3 連続の式

2つ目の基本法則は, 質量の保存である. ここで, 直交座標系内にある無限小
体積 δxδyδz をもった直方体を考えよう. この直方体の中心は, 点 (x, y, z)に存
在するとする. この直方体の x軸に垂直な面を通して単位時間あたりに出入り
する質量を, テーラー展開を使って近似する. 左側の壁を通して流入する質量は

[ρu−(∂ρu/∂x)
δx

2
] δyδz,右側の壁を通して流出する質量は [ρu+(∂ρu/∂x)

δx

2
] δyδz

となる. よって, x軸に垂直な面を通し, 単位時間・体積あたりに流入する正味の質
量は, −∂(ρu)/∂x となる. これは, 単位体積あたりの質量 (密度)の局所的な時間変
化率の x方向の寄与を表している. 残りの 2方向についても同様に考えれば,

∂ρ

∂t
= −∇ · (ρV ) (1.3.6)

を得る. この式は,連続の式(continuity equation)と呼ばれる. d/dt = ∂/∂t+V ·∇,

∇ · (ρV ) = ρ∇ · V + V · ∇ρ の関係を使って (1.3.6)を書き換えれば, 次のように
ラグランジュ的に記述することもできる.

dρ

dt
= −ρ∇ · V . (1.3.7)

1.4 状態方程式

3つの熱力学変数 p, α, T は独立でない. あらゆる物質に対して, 状態方程式

f(p, α, T ) = 0 (1.4.8)
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の関係が存在する. 実際の物質ではこの関係はとても複雑であり, 簡潔な解析的な
表現式は存在しない. しかしながら, 変数の制限的な範囲においては満たされるよ
うな解析的な形式が存在する. 一般的な方程式は, 特定の理想化された条件を仮定
することによって導かれる. 例えば, 理想気体(ideal gas)は, ボイルの法則とシャ
ルルの法則に従う気体として定義される. この場合, nモルの理想気体に対する状
態方程式は

pV = nR∗T (1.4.9)

の形式を持つ. ここで, R∗(= 8.31447 JK−1mol−1)は普遍気体定数である. 理想気
体は実在しないが, (1.4.9)は多くのプロセスで実際の気体を近似するのに使われ,

気象力学の目的においては十分である.

実際の大気は混合気体であり, 例えば地球の乾燥大気は窒素・酸素・アルゴン・
二酸化炭素などの混合気体である. それぞれの気体を理想気体とみなせば, 乾燥大
気の圧力 pは各成分気体の分圧 pkの和に等しい. すなわち,

p =
∑
k

pk

混合気体の体積を V , 成分 kの気体の質量をMk, その気体の分子量をmkとすれ
ば, 各成分気体に対して

pk =
Mk

mkV
R∗T

が成り立つ. よって,

p =
R∗T

V

∑Mk

mk

= R∗T

(∑
Mk

V

)∑Mk

mk∑
Mk

と書ける. 平均分子量 m̄ =
∑
Mk/

∑
Mk/mkと比容 α = V/

∑
Mkを導入すれば,

乾燥大気に対する状態方程式
pα = RT (1.4.10)

を得る. ここで, R = R∗/m̄は乾燥大気に対する気体定数である. 地球の場合, m̄ =

28.97 g mol−1であり, それに対応する乾燥大気の気体定数はR = 287 J kg−1 K−1

である.

1.5 熱力学第一法則

熱力学第一法則は, エネルギーの保存則を表現する. 後者は, 系のエネルギーの
変化は系の境界を横切る正味のエネルギー輸送と等しいことを述べている. より一
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般的には, この原理は全ての種類のエネルギーを包含する. このエネルギーの種類
の例としては, ポテンシャルエネルギー・運動エネルギー・熱エネルギー・放射エ
ネルギー・磁場エネルギー・電気エネルギー・化学エネルギーなどである. しかし
ながら, 気象学における熱力学の適用において上の関係は大変簡素化される. 後に
示されるように, ニュートンの運動法則は力学的エネルギーの特定の形式のバラン
スを示唆する. 結果として, 生成される運動エネルギーと重力場によるポテンシャ
ルエネルギーの和の変化は, 圧力や摩擦によってなされる仕事の一部分に等しい.

よって, これらの特定の項は, 熱力学第一法則から除外されるだろう. 圧力や摩擦
によって気体になされる仕事の残りの部分は気体の膨張や変形によるものである.

化学反応・電磁気の効果を考えないのならば, 熱力学第一法則は次のような簡潔
な形式で書ける.

Q =
dI

dt
+W

ここで, Qは加えられた熱エネルギーの単位質量・時間あたりの割合, W は気体
の膨張によって周囲の気体になす仕事率, dI/dtは内部エネルギーの時間的な変化
率である. 理想気体では, 単位質量あたりの内部エネルギーの変化率は cvdT/dtに
よって与えられる. ここで, cvは定積比熱である. 一方, 非粘性な気体の可逆的な
膨張によって単位時間・単位質量あたりになされる仕事は pdα/dtである. これら
の表現を, 熱力学方程式に代入すれば,

Q = cv
dT

dt
+ p

dα

dt
(1.5.11)

を得る.

(1.5.11)は, 断熱過程での保存量を導入することでより簡潔に書ける. 断熱過程
では, (1.5.11)は

0 = cv
dT

dt
+ p

dα

dt

となる. さらに理想気体に対する状態方程式 (1.4.10)を使って, αを消去し整理す
れば

0 = cp
dlnT

dt
−R

dlnp

dt

を得る. ただし, ここでマイヤーの関係式 cp = cv+Rを用いた. これを積分すれば,

T = C pR/cp . (1.5.12)

ここでCは各流体要素によって決まる定数である. とくに気圧が p0のときの温度
を θとして, 定数Cを消去すれば

θ = T (p0/p)
κ, κ = R/cp (1.5.13)
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となる. なお, この標準気圧 p0 として地上気圧である 1000hPaをとることが多
い. この θは温位(potential temperature)と呼ばれる. ここで導入した θを使って,

(1.5.11)を書き直せば,
d(lnθ)

dt
=

Q

cpT
(1.5.14)

となる. (1.5.14)において断熱過程 (Q = 0)を考えるとき dθ/dt = 0となることか
ら, 断熱過程において温位 θはラグランジュ保存量となることに注意されたい.

水物質の相変化が存在するとき, (1.5.11)は次のような形式をとる.

Q− L
dq

dt
− cll

dT

dt
= cp

dT

dt
− α

dp

dt
(1.5.15)

ここで, qは水蒸気成分の比湿, lは単位質量の空気に含まれる液体の水の質量, L

は潜熱, clは液体の水の比熱である. 今, Qは潜熱以外の非断熱加熱の形式を表現
している.

1.6 乾燥大気の運動を記述する方程式系

乾燥大気に対して, 運動方程式 (1.2.5), 連続の式 (1.3.6), 状態方程式 (1.4.10), 熱
力学第一法則 (1.5.11)は, 6本のスカラー方程式と 6つの未知数 p, α, T, u, v, wの完
全系を構成する. 摩擦力F と非断熱加熱Qは, 既知の関数あるいは他の変数を使っ
て表現できると仮定される. したがって原理的には, 未来の状態はこの方程式系の
解によって決定される.

湿潤大気では状態方程式と熱力学第一法則の式を修正し, さらに水物質の保存を
表現する方程式を加える必要がある. ひとまず, ここでは乾燥大気のみを考えるこ
とにしよう.

大気の大規模な運動に対しては, 静水圧平衡を仮定することができる. つまり,

鉛直方向の加速度はコリオリ力の鉛直成分とともに無視されるだろう. 静水圧平
衡近似が有効であるとき, 運動方程式 (1.2.5)は水平方向と鉛直方向に対してそれ
ぞれ次のように書ける.

dV H

dt
= −α∇p− f × V + FH (1.6.16)

0 = −α∂p
∂z

− g (1.6.17)
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ここで, V Hは水平速度ベクトル, ∇は 2次元の微分演算子, FHは摩擦力の水平方
向成分である. また f = fkであり, f(= 2Ω sinφ)はコリオリパラメータ(惑星渦
度の鉛直成分)である.

1.7 球座標系における運動方程式

運動方程式のベクトル表記は簡潔であり, 様々な項の物理的な理解を得るには便
利である. しかしながら, 数値予報などの現実的な問題への応用には座標系を導入
した記述が必要となる. 大気の大規模な運動は地球表面に対してごく水平的であ
るので, 球座標系を用いるのが便利である. 運動方程式 (1.2.5)を球座標に変換する
際には, 直交曲線座標系において一般化された微分演算子の公式を用いると便利で
ある*1.

直交曲線座標系での座標 (q1, q2, q3)をそれぞれ q1 = λ, q2 = φ, q3 = r = z + aに
対応させよう. ここで, λ, φ, r, a, zはそれぞれ経度・緯度・地球の中心から放射方
向の距離・地球の平均半径・平均海面からの高度である. 各座標軸方向の曲線線素
dsiと対応するスケール因子 hiは次のようになる.

ds1 = r cos dλ, ds2 = rdφ, ds3 = dr.

h1 = r cosφ, h2 = r, h3 = 1. (1.7.18)

ここで, 極座標の各方向の正規直交基底を î, ĵ, k̂ とすると, 速度ベクトル V =

uî+ vĵ + wk̂ の各方向成分は次のように定義される.

u =
ds1
dt

= r cosφ
dλ

dt
, v =

ds2
dt

= r
dφ

dt
, w =

ds3
dt

=
dr

dt
=
dz

dt
. (1.7.19)

直交曲線座標系で一般化された全微分の公式*2に上のスケール因子を代入して計
算すれば,

dV

dt
=
∂V

∂t
+ (V · ∇)V +

(
−uv
r

tanφ+
uw

r

)
î

+

(
u2

r
tanφ+

uw

r

)
ĵ +

(
−u

2 + v2

r

)
k̂.

*1直交直交座標や直交曲線座標系で一般化された微分演算子の公式については, 物理数学補足ノー
トの「直交曲線座標」を参照.

*2

dV

dt
=
∑
i

[(
∂Vi
∂t

+ V · ∇Vi
)
+
∑
l

(
ViVl
hihl

∂hi
∂ql

− VlVl
hlhi

∂hl
∂qi

)]
ẽi (1.7.20)

上の式の大括弧内の lについての総和は, l = iの際にはゼロとなることに注意されたい.
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一方, コリオリ力の項は

2Ω× V =2Ω(ĵ cosφ+ k̂ sinφ)× (uî+ vĵ + wk̂)

=(2Ω cosφ w − fv)î+ fuĵ − 2Ω cosφ uk̂

と計算される. したがって, 極座標系における各方向ごとの運動方程式 (1.2.5)は次
のようになる.

du

dt
= −1

ρ

∂p

∂x
+ (2Ω +

u

r cosφ
)(v sinφ− w cosφ) + Fλ,

dv

dt
= −1

ρ

∂p

∂y
− (2Ω +

u

r cosφ
)u sinφ− vw

r
+ Fφ, (1.7.21)

dw

dt
= −1

ρ

∂p

∂z
+ (2Ω +

u

r cosφ
)u cosφ+

v2

r
+ Fz.

ただし, 上の式での全微分の記号は任意のスカラー関数 f に対して

df

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂λ

dλ

dt
+
∂f

∂φ

dφ

dt
+
∂f

∂z

dz

dt

=
∂f

∂t
+ u

∂f

∂x
+ v

∂f

∂y
+ w

∂f

∂z

である. また, (x, y, z)は局所直交座標であり, それぞれ東西方向, 南北方向, 局所
的な鉛直方向に対する座標である. 上で示した方程式は地球が楕円体であることを
無視しているため正確ではないが, 角運動量は保存する (Phillips, 1966). すなわち,

d

dt
[r cosφ (u+ Ωr cosφ)] = r cosφ F ∗

λ (1.7.22)

が導かれる*3. ここで, F ∗
λ は経度方向の気圧傾度力と摩擦力を表している.

地球を覆う大気は相対的に薄い層であるので, 半径 rは小さな誤差で海面までの
平均半径 aに置き換えることができるだろう. しかしながら, 角運動量の保存を維
持するために, (1.7.21)の右辺において wを含む項は除外されなければならない.

その場合の角運動量保存則 (1.7.22)は, その式において rを aに置きかれば良い.

加えて鉛直方向の運動方程式中のいくつかの項は, (1.6.16)とのベクトルの形式の
一貫性を保つために除外される. *4. 結果的に (1.7.21)の近似式は次のようになる.

du

dt
= −1

ρ

∂p

∂x
+

(
f +

u tanφ

a

)
v + Fλ, (1.7.23)

dv

dt
= −1

ρ

∂p

∂y
−
(
f +

u tanφ

a

)
u+ Fφ, (1.7.24)

dw

dt
= −1

ρ

∂p

∂z
− g + Fz. (1.7.25)

*3(1.7.21)の経度方向の方程式の両辺に, r cosφをかけて整理することで得られる.
*4(1.7.21)の右辺において wを含む項を除去したために, このままでは運動エネルギーの保存が
維持されない. これが維持されるように, wに比例する項である 2Ωw cosφ, −uw/r, −vw/rの消
去に伴い, それぞれ 2Ωu cosφ, u2/r, v2/rの項を消去する.
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ここで, 地球の渦度の鉛直成分 f = 2Ω sinφはコリオリパラメータと呼ばれる. こ
の方程式系において角運動量保存則 (1.7.22)は満たされるために, 一貫性のある近
似といえる.

擾乱の鉛直方向のスケールが水平方向のスケールに比べてはるかに小さいとき,

鉛直加速度 dw/dtは無視しても良いだろう. このとき, 摩擦を無視した (1.7.24)は
静水圧平衡の式

0 = −1

ρ

∂p

∂z
− g (1.7.26)

となる.

なお, 連続の式や熱力学方程式 (1.5.14)にはスカラーの全微分が含まれるが, ス
カラーの全微分は球座標系において次のように展開される.

d

dt
=

∂

∂t
+

u

r cosφ

∂

∂λ
+
v

r

∂

∂φ
+ w

∂

∂z
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1.8 鉛直座標変換

幾何的な高度 z(または放射方向の距離 r)は多くの目的において最も便利な鉛直
座標とは限らない. 気象力学の応用で使われる他の鉛直座標には, 圧力座標 p, 対数
圧力座標 ln(p/p0), 地表面圧力で正規化した圧力座標であるシグマ座標 σ = p/ps,

温位座標 θである.

図 1.8.1: 関数A の空間的な変化を
考える.

一般化された鉛直座標 ζ を考えよう.

ζ は一価の単調関数によって幾何的な高
度 z と関係づけられるとする. z 座標系
を使うとき ζ は (x, y, z, t)の関数であり,

一方鉛直座標として ζ を使うときは zは
(x, y, ζ, t)の関数である. 任意のスカラー
(またはベクトル)の依存変数A は, 他の
座標系を用いるときA (x, y, z, t)あるいは
A (x, y, ζ, t)のように表されるだろう. ス
カラーA は座標系の取り替えによっては
不変であるので,

A (x, y, ζ, t) ≡ A (x, y, z(x, y, ζ, t), t)

である. 図 1.8.1のように xz 平面上に 3点 A, B, C をとり, 等 z面上における A

の水平微分が, 等 ζ 面上の水平微分とどのような関係を持つかを求める. 点 A, B

を含む等 z 面上における点 A での x 方向の水平微分を, 図を参考にして有限差分
近似で表し, またそれを変形すると,

A (B)− A (A)

∆x
=

A (C)− A (A)

∆x
− A (C)− A (B)

∆ζ

∆ζ

∆z

∆z

∆x
(1.8.27)

となる. ここで, A (A) のように書かれいる量は, 点 A における A の値を表して
いる.

(1.8.27)において, ∆x→ 0 とすれば,(
∂A

∂x

)
z

=

(
∂A

∂x

)
ζ

− ∂A

∂z

∂z

∂x

を得る. 同様の議論は xを yや tに変えても行えるので, s = x, y, tとして上の式は
次のように書ける. (以後, A をAと書くことにする. )(

∂A

∂s

)
ζ

=

(
∂A

∂s

)
z

+
∂A

∂z

(
∂z

∂s

)
ζ

(1.8.28)
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鉛直方向の微分には次のように関係がある.

∂A

∂ζ
=
∂A

∂z

∂z

∂ζ
,

∂A

∂z
=
∂A

∂ζ

∂ζ

∂z
. (1.8.29)

(1.8.29)を (1.8.28)に代入すれば,(
∂A

∂s

)
ζ

=

(
∂A

∂s

)
z

+
∂A

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂s

)
ζ

(1.8.30)

を得る. 上の式を s = x, yとして使えば, Aの水平勾配およびベクトルBの 2次元
の発散の z座標系と ζ座標系での関係式を得る.

∇ζA = ∇zA+
∂A

∂ζ

∂ζ

∂z
∇ζ z, (1.8.31)

∇ζ ·B = ∇z ·B +
∂B

∂ζ

∂ζ

∂z
· ∇ζ z. (1.8.32)

s = tとすれば, (
∂A

∂t

)
ζ

=

(
∂A

∂t

)
z

+
∂A

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂t

)
ζ

(1.8.33)

である. また, ζ座標系における全微分は,

dA

dt
=

(
∂A

∂t

)
ζ

+ V · ∇ζA+ ζ̇
∂A

∂ζ
(1.8.34)

と書ける. ここで, V は水平速度ベクトル, ζ̇ = dζ/dtは ζ 系における鉛直速度で
ある. Aはスカラーであるが, ベクトルとして取り扱う場合にはメトリック項に注
意を払わなければならない.

上で得た鉛直座標変換の関係は, 方程式を z系から ζ系へと変換するために使わ
れるだろう. (1.8.31)を使って, 水平方向の気圧傾度力は次のように変換される.

−α∇zp = −α∇ζp+ α
∂p

∂z
∇ζz = −α∇ζp−∇ζΦ (1.8.35)

ここで, Φ = gzはジオポテンシャルである. したがって, ζ座標系における水平方
向の運動方程式は,

dV

dt
= −α∇ζp−∇ζΦ− fk × V . (1.8.36)

(1.8.29)を使えば, 静水圧平衡の式は, 次のように変換される.

α
∂p

∂ζ

∂ζ

∂z
+ g = 0 or α

∂p

∂ζ
+
∂Φ

∂ζ
= 0. (1.8.37)
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次に z系における連続の式

d(lnρ)

dt
+∇z · V +

∂w

∂z
= 0 (1.8.38)

を ζ座標系へと変換することを考える. (1.8.29)と (1.8.32)を使えば, 発散項は

∇z · V +
∂w

∂z
= ∇ζ · V − ∂ζ

∂z

∂V

∂ζ
· ∇ζ z +

∂w

∂ζ

∂ζ

∂z
(1.8.39)

と計算される. さらに,

w = ż =

(
∂z

∂t

)
ζ

+ V · ∇ζ z + ζ̇
∂z

∂ζ

より,

∂w

∂ζ
=

∂

∂t

(
∂z

∂ζ

)
+ V · ∇ζ

∂z

∂ζ
+
∂V

∂ζ
· ∇ζ z +

∂ζ̇

∂ζ

∂z

∂ζ
+ ζ̇

∂

∂ζ

(
∂z

∂ζ

)
である. これを (1.8.39)に代入すれば,

∇z · V +
∂w

∂z
= ∇ζ · V +

∂ζ

∂z

(
∂

∂t
+ V · ∇ζ + ζ̇

∂

∂ζ

)
∂z

∂ζ
+
∂ζ̇

∂ζ
.

この結果を (1.8.38)に代入し整理すれば, 次のような ζ座標系における連続の式が
得られる.

d

dt

(
ln

∣∣∣∣∂p∂ζ
∣∣∣∣)+∇ζ · V +

∂ζ̇

∂ζ
= 0 (1.8.40)

熱力学方程式は温位 θの全微分で表現されるので, 見た目上は z系の式と変わら
ない. すなわち,

cpT
dlnθ

dt
= Q (1.8.41)

あるいは,

cp
dT

dt
− α

dp

dt
= Q (1.8.42)

である.

次は上の一般化された鉛直座標変換で得られた式を, 具体的に ζを指定した場合
に適用してみることを考えることにする.
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1.8.1 圧力座標系

ζ = pのとき, ∇ζp = ∇pp ≡ 0, ∂p/∂p = 1となる. よって, 運動方程式 (1.8.36),

静水圧平衡の式 (1.8.37)は次のようになる.

dV

dt
= −∇pΦ− fk × V + F (1.8.43)

∂Φ

∂p
= −α (1.8.44)

連続の式 (1.8.40)は, ζ = pとしたとき次のようになる.

∇p · V +
∂ω

∂p
= 0 (1.8.45)

ここで, ω = dp/dt = ṗは p系における鉛直速度である. p系における連続の式は
線形となることに注意されたい. この方程式をω = 0である p = 0から任意の高度
pまで積分すれば, ωに対する方程式

ω = −
∫ p

0

∇p · V dp (1.8.46)

を得る. ただし, 大気上端 p = 0において ω = 0であると仮定した. 地表の運動の
境界条件として, 地表に対して法線方向のフラクッスはゼロだと仮定すれば,

ωs =
dps
dt

=
∂ps
∂t

+ V s · ∇ps. (1.8.47)

(1.8.46)の積分を ps(x, y, t)までの行えば, 地表気圧の時間変化に対する方程式

∂ps
∂t

+ V s · ∇ps = −
∫ ps

0

∇p · V dp (1.8.48)

を得る. 最後に, 熱力学方程式の dp/dtは ωによって置き換えられるが他は変化し
ない.

z系の代わりに p系を使う明白な利点は, 連続の式 (1.8.45)は線形となり, また
(1.8.43)の圧力傾度力の項も線形となることである. 密度が消えるために, p系に
おける地衡風の関係式や温度風の関係式はそれぞれ次のように簡単になる.

V g = − 1

f
k ×∇Φ,

∂V g

∂p
= − 1

f
k ×∇∂Φ

∂p
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1.8.2 σ座標系

σ座標系は圧力座標系を地上気圧 ps = ps(x, y, t)で規格化したものである. すな
わち,

σ = p/ps.

このとき, 圧力勾配力の項は次のように変換される.

−α∇zp = −α∇σp+ α
∂p

∂z
∇σz = −α∇σ(σps)−∇σΦ

α∇σ(σps) = ασ∇psとなるので, 結果的に σ系における運動方程式 (1.8.36)は,

∂V

∂t
+ V · ∇σV + σ̇

∂V

∂σ
= −∇σφ− RT

ps
∇ps − fk × V + F (1.8.49)

となる.

静水圧平衡の式 (1.8.37)は, ∂p/∂σ = ∂(σps)/∂σ = ps であることを用いれば,　

∂Φ

∂σ
+ αps = 0 (1.8.50)

となる.

次に, 連続の式 (1.8.40)の第 1項は d(ln∂p/∂σ)/dt となり, ∂p/∂σ = psであるの
で, σ系における連続の式は次のようになる.

d(lnps)

dt
+∇σ · V +

∂σ̇

∂σ
= 0 (1.8.51)

σ系における連続の式の別の形式は,第 1項 ṗs/psを展開することによって得られる.

∂ps
∂t

+ V · ∇ps + σ̇
∂ps
∂σ

+ ps∇σ · V + ps
∂σ̇

∂σ
= 0

ここで, psが σに依存しないことを用いれば上の式は次のようになる.

∂ps
∂t

= −∇σ · (psV )− ∂(psσ̇)

∂σ
(1.8.52)

鉛直速度 σ̇ = dσ/dtの境界条件は, 地表 σ = ps/ps = 1と大気上端 σ = 0/ps = 0

において σ̇ = 0である. これらの境界条件を使って, (1.8.52)を大気上端から下端
まで積分すれば,

∂ps
∂t

= −
∫ 1

0

∇ · (psV )dσ (1.8.53)
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を得る. これは, 地表面気圧の時間変化に対する方程式である. 代わりに大気上端
σ = 0から任意の高度 σまで積分すれば, 今度は σにおける鉛直速度 σ̇ を与える次
の方程式を得る.

σ
∂ps
∂t

+

∫ σ

0

∇ · (psV )dσ = −psσ̇ (1.8.54)

∂ps/∂tの値が (1.8.53)から得られれば, (1.8.54)を用いて σ̇を計算することができ
る. さらにこの σ̇を使って, 運動方程式 (1.8.49)の鉛直移流項 σ̇∂V /∂σや熱力学方
程式の同様の項を評価することができる. これらのステップは, σ系を用いる数値
予報モデルにおいてV , T などの局所時間変化を決定すための方法の一部分である.

地表において σ̇ = 0である理由は, σ = 1で流れが地表に沿う (地表に対して法
線成分はゼロ)ためである. この簡単化された下部の境界条件が p系に比べて σ系
を用いることの利点となる. 例えば, 地表面気圧の時間変化を計算する式は σ系に
おいて (1.8.53)のような簡潔な形式をとる.

1.8.3 θ座標系

等エントロピー面またはそれと等価な等温位面は, 1930-1940年代に鉛直座標と
してよく用いられた. その後長らくあまり用いられなくなったが, 1970年代中期に
は θ系は少しだけ再起した. θ系の魅力的な性質は, 乾燥断熱な運動に対してはそ
れぞれの流体要素はその温位を保存し, 等エントロピー面は物質面となるところで
ある. ただし, この性質は非断熱な条件には当てはまらない. しかしながら, この
座標系は他にも魅力的な性質があり, 断熱的な運動の研究に制限されない. 例えば,

θ系は前線周辺ではより良い分解能を与える.

再び水平圧力勾配項を θ系に変換すれば,

−α∇zp = −α∇θp+ α
∂p

∂z
∇θz = −α∇θp−∇θΦ (1.8.55)

ここで, 温位の定義より

0 = ∇θlnθ = ∇θlnT − R

cp
∇θlnp

であるので, −∇θp = −(pcp/RT )∇θT を得る. これを用いれば, (1.8.55)は

−α∇zp = ∇θ(cpT )−∇θΦ

となる. したがって, θ系の水平方向の運動方程式は次のようになる.

∂V

∂t
+ V · ∇θV + θ̇

∂V

∂θ
= −∇θ(cpT + Φ)− fk × V (1.8.56)
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ここで, cpT + Φ = M という量はモントゴメリー流線関数(Montgomery stream-

function)と呼ばれる.

θ系における静水圧平衡の式の形式は, 温位の定義を用いることで得られる. 温
位の定義の対数微分をとれば,

1

θ
=

1

T

∂T

∂θ
− R

pcp

∂p

∂θ
.

ここで z系の静水圧平衡の式を使えば,

∂p

∂θ
=
∂p

∂z

∂z

∂θ
= −ρ∂Φ

∂θ

となる. これを代入すれば θ系における静水圧平衡の式

∂

∂θ
(cpT + Φ) =

cpT

θ
(1.8.57)

を得る.

次に θ系における連続の式 (1.8.40)は,

d

dt

(
ln
∂p

∂θ

)
+∇θ · V +

∂θ̇

∂θ
= 0 (1.8.58)

となる. これも σ系と同様に d/dtを展開し θについて積分を行うことで, 地表面気
圧の時間変化 ∂ps/∂tに対する方程式得ることができる.

熱力学方程式 (1.8.41)については変更を加える必要はない. θ̇の境界条件は, 大
気上端 θ = θtopにて θ̇ = 0, 大気下端 θ = θsにて

θ̇ =
∂θs
∂t

+ V s · ∇θs

となる.
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1.9 エネルギーの関係式

大気現象の力学的な解析において, さまざまな擾乱のエネルギーの研究は極めて
重要である. 数値予報においてもまたエネルギーの関係を議論することは重要であ
る. エネルギー変換の診断や数値モデルのエネルギー保存の特性は, 偏微分方程式
のスキームの設計, 物理過程の表現, 誤差の成因の特定のための重要な道具となる.

1.9.1 運動エネルギー

単位質量あたりの運動エネルギーを含む方程式は, 運動方程式の V によるスカ
ラー積をとることで速やかに得られる. 例えば, 圧力座標系の形式では,

dK

dt
=
∂K

∂t
+ V · ∇pK + ω

∂K

∂p
= −V · ∇pΦ + V · F (1.9.59)

となる. ここで, K = V 2/2, V · F は摩擦による散逸を表す. この方程式のフラ
クッスフォームは, 次のように得られる. 最初に連続の式*5にKを掛けて, (1.9.59)

に加えれば

∂K

∂t
+∇p · (KV ) +

∂(Kω)

∂p
= −∇p · (ΦV ) + Φ∇p · V + V · F . (1.9.60)

また, 連続の式を用いることで上の式の第 3項は,

Φ∇p · V = −Φ
∂ω

∂p
= −∂(ωΦ)

∂p
+ ω

∂Φ

∂p

となる. 最後に, ∂φ/∂p = −α = −RT/pを用いれば, 運動エネルギーに関する方
程式のフラクッスフォームを得る.

∂K

∂t
+∇p · [(K + Φ)V ] +

∂ [(K + Φ)ω]

∂p
= −RT

p
ω + V · F (1.9.61)

左辺の第 1項と第 2項はフラクッスの発散項である. 一方, 右辺の第 1項と第 2項
は運動エネルギーのシンク項やソース項となる.

*5p系における連続の式は,

∇p · V +
∂ω

∂p
= 0
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1.9.2 ポテンシャルエネルギー

地表から大気上端まで延びる流体コラムを考える. 単位面積あたりの流体コラ
ムがもつ重力によるポテンシャルエネルギー P は, 次の積分によって計算される.

P =

∫ ∞

0

gzρdz =

∫ ps

0

Φ
dp

g
=

[
Φp

g

]ps
0

− 1

g

∫ ps

0

p
∂Φ

∂p
dp

となる. ここで, gの鉛直方向の変化を無視し, また部分積分を実行した. 最後に静
水圧平衡の式を上の式に適用すれば,

P =
Φsps
g

+
1

g

∫ ps

0

RTdp (1.9.62)

を得る.

同じ流体コラムがもつ単位面積あたりの内部エネルギー(internal energy)Iは,

I =

∫ ∞

0

cvTρdz =

∫ ps

0

cvTdp

g
(1.9.63)

マイヤーの関係式 cv+R = cpを用いて, 内部エネルギー Iと重力によるポテンシャ
ルエネルギーP を結合することができる. この I+P は全ポテンシャルエネルギー
(total potential energy)と呼ばれ, 次のように書ける.

P + I = g−1

∫ ps

0

Edp+ g−1Φsps (1.9.64)

ここで, E = cpT はエンタルピー(enthalpy)である.

この結果が示すことは, 大気のコラムがもつ全ポテンシャルエネルギーは, エン
タルピーの積分と海面からの地表面高度に比例する項の和に比例する. よって, 全
ポテンシャルエネルギーに対する方程式を得るために, 熱力学方程式 (1.8.42)は次
のように用いられる.

∂E

∂t
+ V · ∇pE + ω

∂E

∂p
=
RT

p
ω +Q (1.9.65)

次に p系における連続の式にEを掛け, (1.9.65)を加えて整理すれば, 次のよう
な上の式のフラクッスフォームを得る.

∂E

∂t
+∇p · (EV ) + ω

∂E

∂p
=
RT

p
ω +Q (1.9.66)
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(1.9.61)と (1.9.66)を見比べれば, RTω/pという項が両方の方程式に反符号で存
在することが分かる. この項によってポテンシャルエネルギーが局所的に増加する
とき, 運動エネルギーは減少する. またその逆も言える. 閉じた領域におけるこの
項の積分は, 運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの間の変換を表現する. こ
の変換関数は, 次のようなK +Eの局所変化に対する方程式を得るために (1.9.61)

と (1.9.66)が加えられるとき, 消去される.

∂(K + E)

∂t
+∇p · [(K + E + Φ)]V ] +

∂

∂p
[(K + E + Φ)ω] = Q+ V · F (1.9.67)

次に, 大気全体の質量に渡ってこの方程式を積分する. このとき微小体積の質量
は ρ dxdydz = −dxdydp/gであるので,∫∫∫ ps

0

∂

∂t
(K + E)dpdxdy +

∫∫∫ ps

0

∇ · [(K + E + Φ)V ]dpdxdy

+

∫∫
[(K + E + Φ)ω]sdxdy = Q+ V · F .

(1.9.68)

ここで,

(̄ ) =

∫∫∫
( )ρdxdydz =

∫∫∫ ps

0

( )dxdydp.

Qの項は加えられる熱または大気によって宇宙へと逃される熱の合計を, V · F の
項は潜在的な地表面による散逸と摩擦による散逸の合計を表す. また左辺の 3番目
の項の鉛直方向の積分を実行した. 次に, 微分演算子 ∂/∂tと∇·をライプニッツの
積分則*6を使って pに対する積分の外に出すことを考える. このとき変数の上限 ps
に注意すれば,∫∫ { ∂

∂t

∫ ps

0

(K + E)dp− ∂ps
∂t

(K + E)s +∇ ·
∫ ps

0

[(K + E + Φ)V ]dp

−∇ps · [(K + E + Φ)V ]s + [(K + E + Φ)ω]s

}
dxdy = Q+ V · F .

(1.9.69)

となる.

今, ∂
∂t
を水平方向の積分の外に出すことができる. また, 側面境界は球面の地球

には存在しないので (等圧力面と交差する山岳は除く), 水平フラクッスの発散を含
む第 3項はガウスの発散定理によって消去される. したがって, 残される項は

∂

∂t
(K̄ + Ē)− g−1

∫∫ {∂ps
∂t

(K + E)s +∇ps · [(K + E + Φ)V ]s

− [(K + E + Φ)sωs]
}
dxdy = Q̄+ V · F .

(1.9.70)

*6関数 f(x, α)の a(α)から b(α)までの x積分が, パラメータ αの関数となるとき,

d

dα

∫ b(α)

a(α)

f(x, α)dx =
db(α)

dα
f(b(α), α)− da(α)

dα
f(a(α), α) +

∫ b(α)

a(α)

∂

∂α
f(x, α)dx
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となる. 地表の境界条件 (1.8.47)によれば, ∂ps/∂t + V · ∇ps = ωs であるので,

(K+E)sを含む項はキャンセルされる. 他方, Φs(ωs−V ·∇ps)はΦs∂ps/∂tによっ
て置き換えることができる. よって, 全エネルギーに対する方程式 (1.9.70)は次の
ようになる.

∂

∂t
[K + E +

1

g
Φsps] = Q+ V · F (1.9.71)

ここで, Φspsのみ地表面の 2次元の積分である. (1.9.71)の左辺は全運動エネルギー
と (1.9.64)によって定義される全ポテンシャルエネルギーの和の時間変化率 (実際
には全微分 d/dt)である. 一方, 右辺は系に加えられる全エネルギーと運動エネル
ギーの摩擦による散逸を表す. 断熱および摩擦なしの条件下では (1.9.71)の右辺は
ゼロとなり, 全エネルギーは保存する.

1.10 有効位置エネルギー

自然界でよく見られるように, ある種のポテンシャルエネルギーの単なる存在が,

他の形式へのエネルギー変換の有効性を保証するわけではない. 大気のプロセスに
おいてこの状況を明確にするために, Lorenz(1955)は有効位置エネルギー(available

potential energy(APE))と呼ばれる量を定義した. この量は,ある時刻の大気の全ポ
テンシャルエネルギーとp, T面が一致する (故に θ面も一致する)ような安定成層の
温度場に断熱的に再配置することによって得られる仮想的な状態における全ポテン
シャルエネルギーとの差を示す量である. (1.9.61)によれば,閉領域全体に渡る運動
エネルギーへのポテンシャルエネルギーの変換の割合は, −(R/g)

∫∫∫
(Tω/p)dxdydp

によって与えられる. これは, 等圧面上のT とωの共分散Tω(= T ′ω′ + T̄ ω̄)の鉛直
方向の積分に比例する. 後ほど示すように ω̄ = 0であるので, 共分散は Tω = T ′ω′

となる. Lorenzの大気の仮想的な状態において温度は等圧面上で一定であるので,

Tω = 0となる. 次に, 連続の式 (1.8.45)を鉛直方向に積分すれば,

ω̄

∫∫
dxdy =

∫∫
ωdxdy = −

∫∫ ∫ p

0

∇p · V dxdydp (1.10.72)

を得る. ここで, もし地表が閉じているまたは境界上で境界に対する速度の法線成
分がゼロであるならば, ガウスの発散定理を適用することで上の式はゼロとなる.

したがって, 閉じた等圧面にわたって
∫∫

∇p · V dxdy = 0であり ω̄ = 0となる. こ
のことは, 仮想的に断熱的に再配置された大気の状態において Tω = T̄ ω̄ = 0であ
り, ポテンシャルエネルギーから運動エネルギーの変換がそれ以上起こり得ないこ
とを導く.

有効位置エネルギーAの数学的な表現を得ることを考えよう. 簡単化のために
地形は無視し ps = 1000hPaとする. また, 温位 θ = T (ps/p)

κを導入する. このと
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き, 全ポテンシャルエネルギー (1.9.64)は

TPE =
cp
g

∫ ps

0

Tdp+
Φsps
g

= cpg
−1p−κs

∫ ps

0

θpκdp+
Φsps
g

となる. ここで, κ = R/cpである. 続いて, 部分積分を行えば

TPE =
cpp

−κ
s

g(1 + κ)

{[
θp1+κ

]ps
0
+

∫ θT

θS

p1+κdθ

}
+

Φsps
g

を得る. 定数項を無視し, 大気の全ポテンシャルエネルギーの面積平均を¯を使っ
て表せば,

TPE =
cpp

−κ
s

g(1 + κ)

∫
p1+κdθ (1.10.73)

ここでは, 鉛直座標に温位を用いている. 今大気が等温位面上の圧力が初期の圧力
分布の平均 p̄と等しくなるようなLorenzの仮想的な状態に再配置されたならば,領
域のAPEは (1.10.73)とこの仮想的な状態のTPEとの差となるだろう. すなわち,

Ā =
cpp

−κ
s

g(1 + κ)

∫
p1+κ − p̄1+κdθ. (1.10.74)

これをより使いやすい形式にするために, p = p̄+ p
′
として p1+κを級数展開すれば

p1+κ = (p̄+ p
′
)1+κ = p̄1+κ + (1 + κ)p̄κp

′
+
κ(1 + κ)p̄κ−1p

′2

2!
+ · · ·

となる. 上の式を面積平均すれば右辺の真ん中の項は消える. この結果を (1.10.74)

に代入すれば,

Ā =
1

2
κcpg

−1p−κs

∫ θT

θS

p̄1+κ(p′/p̄)2dθ. (1.10.75)

したがって, 領域のAPEは等温位面上の圧力の分散に依存する. 言い換えれば, こ
れは圧力面上の θ(あるいは T )の分散に密接に関連している. もし θ̄と T̄ が p̄面上
の平均を表すならば,

p = p̄[θ(p)] and p
′
= p̄(θ − θ

′
)− p̄(θ) = −θ′

∂p̄/∂θ　.

よって, (p′/p)2 = (1/p̄2)(θ′ ∂p/∂θ)2 = (1/p̄2)(θ′)2 (∂p̄/∂θ)2 であり, (1.10.75)は次
のようになる.

Ā =
1

2
κcpg

−1p−κs

∫ θT

θS

p̄κ

p̄
θ′2

(
∂p̄

∂θ

)2

dθ

=
κcp
2gpκs

∫ 0

ps

p̄κ−1θ̄2
(
θ̄′

θ̄

)2(
∂θ̄

∂p̄

)−1
(1.10.76)
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さらに以下の関係,

∂p̄

∂θ

κθ̄

γd p
= − 1

γd − γ̄
, γ = −∂T

∂z
, γd = g/cp

θ̄ = T̄ (ps/p)
κ and θ

′
/θ = T

′
/T

を (1.10.76)に代入すれば Āの最終的な形式を得る.

Ā =
1

2

∫ ps

0

T̄

γd − γ̄

(
T

′

T̄

)2

dp (1.10.77)

典型的な値として γ = 2γd/3, T
′2 = (15 K)2の場合を考えると,

Ā/TPE ∼ 1/200 (1.10.78)

となる. よって, 運動エネルギーに変換可能な全ポテンシャルエネルギーは全体の
1%に満たない. 単位断面あたりの大気のコラムがもつ運動エネルギーK と TPE

はそれぞれ

K =
1

2g

∫ ps

0

V 2dp, TPE =
cv
gR

∫ ps

0

c2dp (1.10.79)

である. ここで, c2 = cpRT/cvは音速の 2乗である.

V/c ∼ 1/20とすれば, 次のような大まかな見積りができる.

K̄/TPE ∼ 1/2000 and K̄/Ā ∼ 1/10 (1.10.80)

したがって, 運動エネルギーに変換可能な全ポテンシャルエネルギーはわずかな割
合であるという事実にもかかわらず, 依然としてそれは観測される平均的な運動エ
ネルギーの 10倍ほどである. 運動エネルギーが生成されないということは, 定義
されたAPEが欠いているというよりむしろ運動エネルギーを解放するメカニズム
が欠如していることを意味する.

天気予報に関して言えば, わずか 0.01%の誤差を含む TPEの変換を行う数値ス
キームは, 予期しない誤差として 20%の運動エネルギーの増加を生み出す.

(1.9.66)から (1.9.71)への変換と同様の変換法則が導ける (Eの代わりにAを用
いる)が, ここでは省略する.

いずれにしても, 非線形な移流項は平均的には運動エネルギーを生成しないの
で, 移流項のより良い数値的な取扱いは運動エネルギーの生成を避けなければなら
ない.
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1.11 渦度方程式と発散方程式

地球物理学的な系の力学を研究する目的において,また数値予報において,水平方
向の運動のベクトル方程式 (あるいは 2本のスカラー方程式)を 2本の他のスカラー
方程式によって置き換えることは多くの場合有意義である. 置き換える 2本のスカ
ラー方程式は, 渦度方程式(vorticity equation)と発散方程式(divergence equation)

と呼ばれる.

1.11.1 渦度方程式

三次元ベクトルの渦度はそのベクトルの回転であり, 角速度の概念の一般化であ
る. 剛体回転の場合には, 渦度は単に角速度の 2倍である. 大気において大規模な
流れは準水平的であり, 鉛直速度は水平速度に比べて数オーダー小さい. このこと
と大規模な流れの力学の特性のために, 渦度の鉛直成分は原理的に重要であること
が分かる. 結果的に, 水平速度ベクトルとその渦度の鉛直成分 ζ(= k · ∇ × V ) の
みがふつう必要とされる. 特に極座標においては,

ζ =
1

a cosφ

∂v

∂λ
− 1

a

∂u

∂φ
+
u

a
tanφ. (1.11.81)

ζ の時間変化率に対する方程式を導くことを考える. (1.7.23)と (1.7.24)をベク
トル形式で書き, またベクトル恒等式 (V · ∇)V = ∇(V 2/2) + (∇× V )× V を用
いれば,

dV

dt
=
∂V

∂t
+∇(V 2/2) + ζk × V + w

∂V

∂z
= −α∇p− fk × V + F

ここで, f = 2Ω sinφはコリオリパラメータである. 絶対渦度 η = f + ζを定義し,

上の式の ζk × V と−fk × V の項を結合すれば, ηk × V を得る. 次に, 方程式全
体に k · ∇×を作用させる. このとき, 勾配の回転は恒等的にゼロとなるので上の
式のいくつかの項は消える. また, ηk × V の項については,

k · [∇× (ηk × V )] = k · [ηk∇ · V − V ∇ · ηk − (ηk · ∇)V + (V · ∇)ηk]

と計算される. ここでV や∇はそれぞれ 2次元のベクトル・微分演算子であるの
で, k · V = k · ∇ = 0となり, 真ん中の 2項は消える.

結果, 渦度方程式は次のようになる.

∂ζ

∂t
+V ·∇η+w∂ζ

∂z
= −η∇·V +k ·∇w× ∂V

∂z
+k ·∇p×∇α+k ·∇×F (1.11.82)
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ここで, ∂f/∂t = ∂f/∂z = 0であることに注意すれば, (1.11.82)は次のようなよく
使われる形式となる.

∂(ζ + f)

∂t
+ V · ∇(ζ + f) + w

∂(ζ + f)

∂z

= −(ζ + f)∇ · V + k · ∇w × ∂V

∂z
+ k · ∇p×∇α+ k · ∇ × F

(1.11.83)

ここで, 左辺は単に d(ζ + f)/dtと書ける. 上の渦度方程式を応用的に用いる際に
は多くの近似を施すことになるが, それは後ほど述べる.

1.11.2 発散方程式

理由は後ほど明かになるが, 3次元ベクトルの発散を∇3 · V 3と表記し, 水平発
散をD = ∇ · V として分別的に取り扱うことにする. 特に球座標系においては,

∇ · V =
1

a cosφ

∂u

∂λ
+

1

a

∂v

∂φ
− v

a
tanφ

となる.

Dの局所時間微分を含む方程式は, 水平方向の運動方程式の水平発散をとること
で導かれる. まず, 水平発散をとった結果は次のようになる.

∂D

∂t
+∇ · [(V · ∇)V ] +∇ · (fk × V ) +∇w · ∂V

∂z
+ w

∂D

∂z

=−∇ · (α∇p) +∇ · F
(1.11.84)

しかし応用の目的のためには, 上の方程式の各項をさらに展開し, より小さな大き
さの項を除去することによって簡単化されなければならない. 特に, 水平移流の項
を変形すれば

∂D

∂t
+ V · ∇D + w

∂D

∂z
+∇w · ∂V

∂z
+D2 − 2J(u, v)

+(k × V ) · ∇f − fζ = −∇ · (α∇p) +∇ · F
(1.11.85)

となる. ここで, J(u, v) = (∂u/∂x)(∂v/∂y) − (∂v/∂x)(∂u/∂y) はヤコビアンであ
る. 何か潜在的な利点がない限り, 水平運動の 2本のスカラー方程式を高次の偏微
分方程式である発散方程式や渦度方程式で置き換えることは, あまり意味がない.

この定式化は, 簡単化のための近似を導入する一方で特定の物理プロセスを維持す
る方法を与える. より特定するならば, 近似は次に挙げる目的のどれかのために行
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われる. (1)力学の解析の簡単化 (2)運動の特定の種類のフィルタリングまたは削
除 (3)数値予報モデルの簡単化, その他の理由である.

(1.11.85)の最初の 5項は小さく, 一般的には無視される. 最初の 3項を落とすこ
とはまた擾乱の特定の種類を取り除くことになる. 同様に渦度方程式 (1.11.83)に
おいて, 鉛直速度を含む項・メトリック項・ζ∇ ·V の項はよく無視される. 様々な
項の削除は, スケール解析による適切な仮定のもとに正当化される.

ここで導いた渦度方程式と発散方程式は, 鉛直座標として幾何的な高度 zを伴
う. 他の座標系を用いたならば, 方程式の形式に違いが生じてくる. 特に, よく使
われる圧力座標系 pはいくつかの簡単化をもたらすだろう. 例えば, 水平圧力勾配
力の項の形式は−∇Φとなるために, k · ∇ × ∇Φ = 0となる. よって,渦度方程式
(1.11.83)の水平圧力勾配力に対応する項 k · ∇p×∇αはゼロとなる. 一方, 発散方
程式 (1.11.85)で対応する項は−∇2Φとなる.

main.tex 2011/08/13(河合 佑太)


